A.2 Stetige Verteilungen

A.2.1 Uniforme Verteilung (Gleichverteilung)

Bezeichnung: X ~ U, s, Ul(a,b)
Parameter: a,b € R, a < b

Merkmalraum: Mx = (a,b), Mx = [a, b

Dichte:
1
F@) = T (@)
Verteilungsfunktion:
T—a
F(IL‘) = h— aI(a,b)(x) + I[b,oo)(x)
Mittelwert:
b
E(X) _a +
2
Varianz:
(b—a)?
V =
ar(X) B
Zentrale Momente:
0 k=1,3,
k
E[X_E(X)} - (bfa)k
k=24
2k(k+1) T
Momentenerzeugende Funktion:
ebt o eat
m(t) = o=ai’ teR [m(0)=1]

Quantile:

zp,=a+(b—a)p, 0<p<l
R-Funktionen: min = a, max = b

dunif (x, min=0, max=1, log = FALSE)

punif(q, min=0, max=1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qunif(p, min=0, max=1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
runif (n, min=0, max=1)
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Verteilungsfunktion

()4

Dichte

1/(b-a)

()
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A.2.2 Exponentialverteilung

Bezeichnung: X ~ Ex., Fx(1), Exy, Ex()\)

Parameter: 7 > 0 (Skalierungsparameter), A := 1/7 (Ausfallrate)

Merkmalraum: My = (0,00), Mx = [0,00)

Dichte:

Verteilungsfunktion:

Mittelwert:

Varianz:

Momente:

Momentenerzeugende Funktion:

Quantile:

Additionsthorem: X; ~ Fx.,i=1,2,...

R-Funktionen: rate = \

dexp(x, rate =1
pexp(q, rate =1
gexp(p, rate = 1
rexp(n, rate = 1

1
EX)=7=—
(X)=7=1
1
Var(X) = 72 e
k k1. k!
E(X"*) ="k = E k=1,2,
1 A
t) = =—, t<A
=T Ty
In(1 —
zp =—7In(l —p) =— n( 3 p), 0<p<l1
, M,y Ua.:
ZXi ~ Er, . (Erlangverteilung)
i=1
, log = FALSE)
lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
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F(x)

f(x)

Verteilungsfunktion

Dichte
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A.2.3 Normalverteilung (Gaufiverteilung)

Bezeichnung: X ~ N (p,0?)
Parameter: ;1 € R (Lageparameter), o > 0 (Skalierungsparameter)

Merkmalraum: Mx = R

Dichte:
1 2
N(0,1 ) = e /2 zeR
0,1): ¢(x) Nor
Nuo®) s fa) = 2o (E8) = e, ser
’ o o2 ’
Verteilungsfunktion:
NO1): () / () du = —— / 24y, g R
, xr) = u)au = € u, T
4 V2T
Nuo?): Py =o(TE), ser
o
Mittelwert:
E(X)=n
Varianz:
Var(X) = o?
Zentrale Momente:
0 k=1,3,
k
E[X—IE(X)} = il ok
—_ =2.4,...
Goj2yi b2 F=24

Momentenerzeugende Funktion:

m(t) = et 2 e R

Quantile:

N(0,1): wu, [hiufig auch z,]

N(u,0%): xp = p+ou,

Additionstheorem: X; ~ N(u;,02),i=1,2,...,n, ua,; ¢; € R:
n

Z ciX;~N <i Cilbi i c?af)
i=1 i=1

i=1
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R-Funktionen: mean = i, sd = o

dnorm(x,
pnorm(q,
qunorm(p,
rnorm(n,

mean=0,
mean=0,
mean=0,
mean=0,

sd=1,
sd=1,
sd=1,
sd=1)

log = FALSE)
lower.tail =

lower.tail

TRUE, log.p
TRUE, log.p

Verteilungsfunktion (o0=1)

FALSE)
FALSE)

1
—_— “:—2
5 — p=-1
— u=0
— p=1
n=2
T T T T T T T T T T 1
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 4 5 6

X
Dichte (o0=1)

4
— p=-2
— p=-1
— u=0
— p=1
u=2
T T T T T T \ T T 1
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 4 5 6

Verteilungsfunktion (u=0)
14

— 0=05
— 0=1
— 0=2
— 0=3
T T T T T T T T T 1
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 4 5 6
X
Dichte (u=0)
04 — 0=05
— 0=1
— 0=2
— 0=3
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 4 5 6
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Zusatz: Die folgende Ubersicht (aus D. BISSELL: Statistical Methods for SPC and TQM, 1994) zeigt eine
Reihe von héufig benétigten Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit der Normalverteilung.
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A.2.4 Logarithmische Normalverteilung (Log—Normalverteilung)

Bezeichnung: X ~ LN (u,0?), L(u,0?)
Parameter: ;1 € R (e# Skalierungsparameter), o > 0 (Formparameter)

Merkmalraum: My = R™*

Dichte:
1 —(Inz—p)?/20°
f(z) = e " , x>0
ro /2T
Verteilungsfunktion:
nz —
F(x)q)(” “), z>0
o
Mittelwert:
E(X) = ehto’/2
Varianz:
Var(X) = e2nte” [602 —1]
Momente:
E(X*) = ebntho™/2 =1 9,
Quantile:
=€l 0<p<l
Modus:

ﬁxi ~ LN (iuzﬂ:(#)

i=1
R-Funktionen: meanlog = p, sdlog = o

dlnorm(x, meanlog =
plnorm(q, meanlog =
glnorm(p, meanlog
rlnorm(n, meanlog

sdlog = 1, log = FALSE)

sdlog = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
, sdlog = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
, sdlog = 1)

O O O O
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F()

f(x)

1.0

0.5

0.0

Verteilungsfunktion (u=0)

0=0.5
0=0.8
o=1

o=15

15

1.0

0.5

Dichte (p=0)

0.0
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A.2.5 Gammaverteilung

Bezeichnung: X ~ v(a, 8), Gam(a, 3)
Parameter: « > 0 (Formparameter), 3 > 0 (Skalierungsparameter)

Merkmalraum: My = R*

Gammafunktion:
I'(z) = /txfle*tdt, z>0
0
I(z+1)=2al(z), neN:T(n)=(n-1), ['(1/2)=v7
Dichte:
xa—le—z/ﬁ
flx)= , x>0
= Tayee
Verteilungsfunktion:
1 7 R . .
F(x) = t“ e dt, >0 unvollstdndige Gammafunktion
@) = fay5 | )
0
Mittelwert:
E(X)=ap

Varianz:

Var(X) = af?
Momente:

kT

E(Xk)_ﬁ (a+k)7 k:1527
()

Momentenerzeugende Funktion:

Modus:

26



Additionstheorem: X; ~ v(a;, 3), i =1,2,...,n, ua.

ZXi ~ <Zai,5>
im1

i=1
Spezialfille:

a=1: v(1,3) = Exg (Exponential)
a=reN: ~(r,03) = Er,3 (Erlang)
a=n/2 (neN), B=2: v(n/2,2) = x> (Chiquadrat)

R-Funktionen: shape = a, rate = 1/(, scale = 3

gamma (x) # Gammafunktion

dgamma(x, shape, rate = 1, scale = 1/rate, log = FALSE)

pgamma(q, shape, rate = 1, scale = 1/rate, lower.tail = TRUE,log.p
qgamma (p, shape, rate = 1, scale = 1/rate, lower.tail = TRUE,log.p
rgamma(n, shape, rate = 1, scale 1/rate)

Verteilungsfunktion (=1)

FALSE)
FALSE)

1.0
= _
w 0.5 — a=0.8
— a=1
— a=2
— a=3
0.0 | | | |
0 1 2 3 4
X
Dichte (f=1)
1.5
1.0 —
= — a=0.8
g — oa=1
— a=2
05 - — 023
\,
0.0 | | | |
0 1 2 3 4
X
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A.2.6 Chiquadratverteilung (y?>—Verteilung)

Bezeichnung: X ~ x2, x?(n)
Parameter: n € N (Freiheitsgrade, Formparameter)

Merkmalraum: My = R™T

Dichte:
n/2—1_,—x/2
z e
= >0
Mittelwert:
E(X)=n
Varianz:
Var(X) = 2n
Momente:
2k0(n/2 + k
E(XF) = PTO24K) g
I'(n/2)

Momentenerzeugende Funktion:

Modus:

Spezialfall: x3 = Exs

) )

Additionstheorem: X; ~ ng 1=1,2,..., K, ua.:

R-Funktionen: df = n

dchisq(x, df, ncp=0, log = FALSE)

pchisq(q, df, ncp=0, lower.tail = TRUE, log.p
qchisq(p, df, ncp=0, lower.tail = TRUE, log.p
rchisq(n, df, ncp=0)

FALSE)
FALSE)
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A.2.7 t—Verteilung (Studentverteilung)

Bezeichnung: X ~ t,, t(n)
Parameter: n € N (Freiheitsgrade, Formparameter)

Merkmalraum: Mx = R

Dichte:

I'((n+1)/2

fa) = ((n+1)/2) . scR
Vi T(n/2)(1 + x2 /n)n+1)/2
Mittelwert:
E(X)=0, n>1
Varianz:
n
Var(X) = 2
ar(X) — N>

(Zentrale) Momente:

0 n >k, k ungerade

BOX®) =3 nb2B((k +1)/2, (n - k)/2)

n >k, k gerade

B(1/2,n/2)
B(z,y) = E((z)i(y) (Betafunktion)

Quantile:

tnip=—tni—p, 0<p<l1

Spezialfall: t; = C(0,1) (Cauchy—Verteilung)

Beziehung zur Normalverteilung: f(z|n) = Dichte der t,,—Verteilung

, 1 e
Jim fain) = p(x) = o= &

lim tp,p=u, (0<p<1)
n—oo

R-Funktionen: df = n

beta(a, b) # Betafunktion

dt(x, df, ncp = 0, log = FALSE)

pt(q, df, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p
qt(p, df, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p
rt(n, df, ncp = 0)

FALSE)
FALSE)
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Dichte

<
o
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A.2.8 F-Verteilung (Fisher—Verteilung)

Bezeichnung: X ~ F,, ,, F(m,n)
Parameter: m,n € N (Freiheitsgrade, Formparameter)

Merkmalraum: My = RT

Dichte:
T m-+n)/2 mm/2nn/2$m/2—1
flx)= (« )/2) , x>0
L'(m/2)I'(n/2)(mx + n)(mtn)/2
Mittelwert:
n
E(X) = 2
(X) — n >
Varianz:
2n2(m +n — 2)
V. = 4
a(X) = e oy "
Momente:
kET(m/2+ k)T'(n/2 —k) n
E(xF) = (2 e
xh=(;) Tm/2T(n/2) "2
Quantile:
Fonip = , O0<p<l1
e Fn,m;lfp P
Modus:
m(n+2)

R-Funktionen: df1 = m, df2 = n

df (x, df1, df2, log = FALSE)

pf(q, dfl, df2, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qf (p, df1l, df2, ncp = 0, lower.tail TRUE, log.p FALSE)
rf(n, df1, df2, ncp = 0)
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=10)

Dichte (n

3
5

—— m=
— m

— m=10
— m=20

0.8

0.6

0.4

()4

0.2 —

0.0

=10)

Dichte (m

=3

5

10

— n=20

—/ n
—/ n
— n

0.8

0.6 —

0.4

()4

0.2

0.0
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A.2.9 Betaverteilung

Bezeichnung: X ~ Be(a,b), 5(a,b)
Parameter: a,b > 0 (Formparameter)

Merkmalraum: Mx = (0, 1)

Betafunktion:
1
B(z,y) = /t””’l(l —t)yv=tat, z,y>0
0
I'(2)I'(y)
B =B B =
(z,y) = B(y, z) (z,y) Tt y)
Dichte:
1 a—1 b—1
f(x|a,b) = f(l - 1'|b, a’)
Verteilungsfunktion:
1 xT
F(x) = Blab) /t‘“l(l —t)o=tdt, ze€(0,1) [unvollsténdige Betafunktion]
a/)
0
F(z|a,b) =1—F(1 — x|b,a)
Mittelwert:
a
E(X) =
(X) a+b
Varianz:
ab
Var(X) =
ar(X) = LT E D@10
Momente:
B(a +k,b)
E(xFH) ="k
X =—p@rn » FEN
Quantile:

Be(a,b; p) =1— Be(b,a; 1 —p), 0<p<1
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Modus:

Spezialfall: Be(1,1) = Uy

R-Funktionen: shapel = a, shape2 = b

beta(a, b)
shapel, shape2,
shapel, shape2,
shapel, shape2,
shapel, shape2,

dbeta(x,
pbeta(q,
gbeta(p,
rbeta(n,

(a,b)=(0.5,0.

1 C

o

0.5

[

(a,b)=(1,0.5)

L

(=}
1
3
[N
o
}

(a,b)=(2,0.5)

N

o

0.5

[u

(a,b)=(3,0.5)

N

o

0.5

[uN

# Betafunktion

a1
~

(a,b)=(0.5,1)

0 0.5

[

(ab)=(1,1)

(ab)=(21)

0 0.5

[u

(ab)=(3,1)

a—
Tmod = 7 4>

T atb—2

ncp = 0, log = FALSE)
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a,b>1

lower.tail = TRUE, log.p
ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p

Dichte

(a b)=(05,2)

-~
?

o
o
o
-

(ab)=(1,2)

L

[S)
o
o
-

(ab)=(2.2)

D

[S)
o
o
-

(ab)=(3.2)

>

[S)
o
o
-

FALSE)
FALSE)

(a, b)=(05,3)

[S)
o
o
-

(a,b)=(1,3)

o = N

[S)
o
o
-

(ab)=(2,3)

o = N

[S)
o
o
-

(a,b)=(3,3)

o = N

<)
o
2]
-



